Cours 17 —13/11/2024

8. L'oscillateur harmonique linéaire

8.5. Résolution de I'équation différentielle de mouvement de l'oscillateur amorti

8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
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8.5. Reésolution de I'eéquation differentielle de mouvement...

B Oscillateur amorti : Ressort avec masse plongeant dans un liguide

%

amortissement critique (c)

mouvement apériodique (b)
mouvement oscillatoire

== >/
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| +
| P |
e :
% ): ro | Il existe differents régimes
2 0 ” selon la valeur du coefficient
’ d’amortissement 2
d?x dx , e
+2A—+ wix =0 Comment résoudre cette equation differentielle ?
dt? dt = On passe par les nombres complexes
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B Nombres complexes

Im‘

: Soit le nombre complexe z de norme 1 :
] i0_ .
7 =e =cos §+isinb
z=¢e%=cos@d+isin @
sin@ 7* =e-19=cos @—isin &
T e ——————
2 : . eld 4 710 |
- > 1 _ _ 1
Ofeoso T cos0 = Refe0} ==
"‘a_ aVveC < brmmmmmmemmmmm s e : ; """" '-6-?-'
' eltt — et
sing = Im{e‘e} = :
i \— 21
*=e19=cos@—isinb

"""""""" 5 l(&)f +¢o) —l(a)t +¢0)
Nous pouvons alors écrire X(t) = Al cos (it +(p0) e i— A

X(t) = A cos (a)t +¢0) — Cl piot C2 g —iat
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avec C;, C, des nombres complexes indépendants du temps
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8.5. Reésolution de I'eéquation differentielle de mouvement...

B Technique de résolution

: . 2
* Equatlon Homogene (sans second membre) aﬂ + bﬂ +cy =0 aveca,b,c = cte

dt? dt
c | ) _ , .
) Solutions: polyndme caracteristique : aX“ + bX + ¢ = 0 discriminant : A = b2—4ac
S : S o . —b + VA
(Q W si A >0 alors ['équation caractéristique admet 2 racines réelles y €t y, avec y; = g
b la solution est de la forme: | y = Ae’1t + Be/’2t avec A et B des constantes définies par les conditions initiales
D _ _
- B si A =0 : alors I’équation caractéristique admet 1 racine réelle y avec y = %a
% la solution est de la forme ;| y = (At + B)eﬂ avec A et B des constantes définies par les conditions initiales
| -
8’ B si A <O : alors ’équation caractéristique admet 2 racines complexes y et y, tellesque y, = y+iw ety,=y—iw
et __ —btiv-A —b—ivV=A : o
o ou encore y; = o, etr2=—, (en notation complexe : i* = —1)
n la solution est y = Ae’it + Bel2t avec A et B des constantes définies par les conditions initiales
O : _
T de la forme : y = [A' cos wt + B'sin wt] e’ | avec 4’et B’ des constantes définies par les conditions initiales
(differentes ecritures Al
pour une méme solution) y=4 Cos(a)t + gb) et avec A" et ¢ des constantes définies par les conditions initiales
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8.5. Résolution de I'équation differentielle de mouvement...

B Technique de résolution

. d? d
« Equation avec second membre ad—t)z' + bd—{ +cy=d aveca,b,cd=cte

Solutions

A= BAGES Exemple : oscillateur amorti avec force de gravitation

y d?*x dx
_ T “ +2A—+ ng =0
Solution particuliére dr? dt

Solution générale de |’équation
différentielle sans second membre

ﬂ y(t—a0) =y, g

Amortissement faible

Solutions
—b+ VA

2 discriminant : A= b*—4ac
a 1Y

B 5i A > 0 : alors 'équation caractéristique admet 2 racines réelles y ; et y , % x — e _At ( A e 1 a)t + B e - i C()t ) + X

polynéme caractéristique - aX? + bX + ¢ =0 racines : n, =
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la solution est de la forme: | y = Ae71t + Be 72!\ avec A et B des c iéfinies par les conditions initiales p
B 5i A = 0 : alors I'équation caractéristique admet | racine réelle y = A
la solution est de la forme:| y = (At + B)e”| avec A et B des c définies par les conditions initial X t o0) = X —_ mg
X e - p - k
B 5i A < 0 : alors I'équation caractéristique admet 2 racines complexes y yet y , tellesque y ;= y + io el y , = y— i@
la solution est y = Ae”it + Be’?t avec A et B des constantes définies par les conditions initials
de la forme: y = [A'coswt + B’ sinwt] e”* | avec A’et B’ des c es définies par les conditions initial

- : — At gl —iwty . ™d
Y= A" cos(wt + ¢) et avec A" et ¢ des constantes définies par les conditions initiales SO I utl O n : x - e (A e + B e ) + T

(différentes écritures
pour une méme solution)
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8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
B Solution générale avec Equation différentielle homogene

e

d2x+2/1dx+ 2y =0
dt2 dr | YoX T

avec a=1,b=24, c= w?
A=Db?—-4ac =41? —4w? = 4(1? — v?)

_—b<£+a
V12 =" o,

sit 4 ™ — A+ (22— o))t
= (2 - )

La solution générale est la somme des solutions particulieres avec y, et y,

X(t) = Ay enit A, e72!  avec A, et A, des constantes
— 2_ 2 _ 2_,.2
— e At (Ale\/)\ wit 1+ AQG A/ A wot)

remarque : seulement si 4 =0
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8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
B Amortissement faible A < o,

Nous avons y;, = -1 4 (A2 - @p2) 12

avec 22 —w?2<0 (A<wmpy)

En notation complexe : —1 = |2

dou 22 — w2 = —(w2-A)=12 (w2 - 1A =R @&’ avec w= (a2 —12)!?
|l existe donc deux valeurs pour y: 1, = A +lw et = -1 —lw

La solution générale est la somme des solutions particuliéres ., 7 : x(t) = A;e?1t + A,e?2t

soit | (t) — e_)‘t (Aleiwt -+ A2€_iwt) avec o = (wy? — 12)12

g Cette solution décrit un mouvement oscillatoire amorti,
ou encore X(t) =Ae*cos (0) t+ ¢) dont ’amplitude décroit avec le temps selon e et avec
une pulsation @ = (w2 — 42)Y2 qui est plus petite que o,
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8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
B Amortissement faible A < o,

SN e Solution de I'équation du mouvement :

C 4 g
CIEJ N\ e X(t) = Ae*cos (o t+¢)

/ Ly
© ’ \/"”"\"4 T
X /,/ - . . .
Q -7 avec |w =V w,’> — A? | pulsation de l'oscillateur amorti
G) e i — Ae™
& 4 on peut remarquer que | ® < @,
=
g On détermine les constantes A et ¢ a partir des conditions initialesat =0
2 e h
o Exemple de conditions initiales a t=0 : X(0) = X, et v(0) =0

d
" X(0)=A cos¢ = X, d—: = A(—\) cos(@)— Aw sin($)=0
e
— o A

L E'>A_cos¢ 2tan ¢p=-—

N J
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8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
B Amortissement fort A > o,

Nous avons y; , = -4 £ (42 - wp?) 12

avec 2 —@?2>0 (A> )

soit y,,= -A+w avec o= (12 - ay?)!?

|l existe donc deux valeurs pour y: 7, = -A+w et ,=-1—-w

La solution générale est la somme des solutions particulieres y,, 7 : x(t) = A;e¥1t + A,e?2t

Mouvement apériodique
(plus d’oscillations)

Les solutions sont alors |2 () =e ™ (Ae*! + Age™")

avec w=vVA? —w,’

Les constantes sont définies par les conditions initiales a t=0

Par exemple : X(0) = x, et v(0) =0

W+A,A2=Qf0w_)\
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alors A, = xg 5
w
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8.6. Solutions de l'oscillateur amorti
B Amortissement critique A = o,

Dans ce cas patrticulier 4=0, et les solutions de I'équation différentielle sont alors de la forme

c X(t) = (A + Bt) e A

D

=

M

D

&

= | Amortissement critique : retour a
E la position d’équilibre sans aucune
@) oscillation
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8.6. Solutions de lI'oscillateur amorti

B Solutions pour les différents régimes d'amortissement en fonction de A

Kn . . , ,
avec 1 = — coefficient d’amortissement : :

2m . Amortissement faible : 1 < g, A
A Mouvement oscillatoire avec amplitude décroissante et avec o < ay,

amortissement critique (c) X(t) — A e_/u COS (a) t+ ¢) I"! i
U LA
mouvement apériodique (b) V — 2 _ 72\1/2 < .
mouvement oscillatoire \ avec @ (0)0 /1) et donc @ “

amorti (a)

- Amortissement fort: 1> @,

= > Mouvement apériodique (plus d’oscillations)

| -

! - — p—At at —ot
. X(t) =e* (A e+ A, e )
4

avec = (A? — g?)!?

A

\[ﬂ

PR N /
7 T:%T:]é o Amortissement critique : 1= w, A

sans aucune oscillation

Retour a la position d’équilibre le plus rapidement possible $

X =(A+BY e )
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8.6. Solutions de lI'oscillateur amorti

B Exemple : Ressort avec masse plongeant dans un liquide avec gravitation et poussée d’Archiméde

Equation différentielle du mouvement :

€q

2"d |oi de Newton :

On projette sur Ox :

Force de frottement fluide
ma = —kr + mg —K»w —Mg avec 7 =(-ly)e. = xe,
Poussée d’Archimeéde
2

dx
m—5= —kx + mg - Kndt — Mg
d’x , d 1=
aerebx g = mg ey
m wo = Jk/m

0+
eql 7 %m
X +

f“z
X

Remarque : on peut faire le changement de
variable et se retrouver avec une equation

Equation différentielle du 2¢™e ordre avec 2" membre :

2
Z)zl+b%+cy d avec a,b,c,d=cte
Solution : Y =|Yg |[H Vp

differentielle homogene

Solution générale de I'équation

op s . Solution particuliere
différentielle sans second membre P

12
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8.6. Solutions de lI'oscillateur amorti

B Exemple : suite...

€q

%

Equation différentielle sans second membre :

d?x
dt?

Solution générale : x(t)= e (Ale\/ N—wft AQG—\//\Q—W(%t)

Equation différentielle du mouvement avec 2" membre :

dx
+ 21—

dt

+ wix =0

dZ

dt2+a)0x+2/1d

Solution particuliere :

On a donc

Soit x=

dx

m-—M

4

m

pour t — oo, la masse est immobile a sa position d’équilibre X,

2 —
0+wigx+240= —
1 m—-M__ m—-M — x
w? m Yk 9=

9

m—M

eq

13
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8.6. Solutions de lI'oscillateur amorti

B Exemple : suite...

€q

%

Solution :

x() = e (AeV VA eVl

Si 1 < w, (amortissement faible) alors la solution devient :

X(t) = Ae*cos (wt+g)+ Xoq avecw = Jw§ — A2

/On tire sur la masse et elle est lachée de la position X, sans vitesse initiale : \

Conditions initiales a t=0 : x(0)=x, et v(0)=0
Xo "Xeq

X(0)=xy = Acos (@ 0+¢) + Xq =Xy d'ou A= o

v(0)=0 = A (- A)e* cos (o 0+¢) —Ae 0 wsin (o 0+@#=0 d’ou tanp = —

Xeq

X, —X —4
X(t) — gos _¢q et cos (a) t+¢) + Xeq avec ¢ = arctanj /\ AAA A A

Vats

Xo

- Y

14
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